Die wunderbare Welt der Schiittgiiter

H. J. Herrmann

Seit einigen Jahren findet das ungewdhnli-
che Verhalten von Schiittgiitern wieder
das Interesse der Physiker. Die Tatsache,
daf} StoBe zwischen Kornern inelastisch
sind, induziert Agglomerationen und Wel-
len im Rohrflull und Anomalien in der
Viskositit. Das nichtlineare Kraftgesetz
des Kontaktes zwischen zwei Kornern
fiihrt zur Druckabhingigkeit der Schall-
geschwindigkeit. Vibriertes Schiittgut
konvektiert, entmischt und bildet spontan
Haufen. Theoretische Ansitze wie die
Mohr-Coulombsche  Plastizititstheorie
oder die kinetische Gastheorie geben gute
Ergebnisse in den Extremfillen hoher und
niedriger Dichten. So kann man z.B. das
fraktale Netz von Scherbindern defor-
mierter Packungen reproduzieren. In den
meisten praktischen Fillen jeodch sind die
existierenden Theorien nicht anwendbar.
In den letzten Jahren haben numerische
Rechnungen wesentlich dazu beigetragen,
die Welt der Schiittgiiter zu entschliisseln.

1. Die Schiittgiiter in der Physik

Sieht ein Physiker nochmals etwas genauer
in den Sandkasten der Kindheit, so erwarten
ihn einige lustige Uberraschungen. Wihrend
die Oberflache des Sandes sich beliebig ver-
formen ldfBt und loser Sand wie eine Fliissig-
keit weggeschiittet werden kann, ist das
Innere so fest, dali man zum Beispiel ohne
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Schwierigkeiten mit dem Auto auf einem
Strand fahren konnte (aber nicht sollte). Sand
bewegt sich eher ruckartig: Kippt man bei-
spielsweise Sand auf einer schiefen Ebene an,
so rutscht er in unregelmifigen Lawinen her-
unter, die friedlich erstarren, wenn sie unten
ankommen. Selbst im flieBenden Zustand fin-
det man Ungewohnliches: Die Sanduhr funk-
tioniert nur, da das Hagen-Poiseuillesche
Gesetz nicht gilt, denn nur so kann die Aus-
flugeschwindigkeit unabhiingig von der
Fiillhéhe sein, was die lineare Mefiskala
ergibt.

Schiittgiiter wie Sand, aber auch Mehl und
Zucker, Erze und Gerdll, Pillen und Granula-
te, Zement und Toner, sind technologisch
sehr wichtig. Thr Verhalten wird seit Anfang
des Jahrhunderts von Ingenieuren studiert, in
Deutschland heuzutage hauptsichlich von
Verfahrenstechnikern, in Amerika cher im
Bereich des ,.chemical engineering™. Viele
erstaunliche  empirische  Gesetze  sind
bekannt, jedoch war das Interesse bislang im
wesentlichen anwendungsorientiert.

Noch im letzten Jahrhundert faszinierten die

exotischen Eigenschaften der Pulver die
Physiker, und Faraday, Reynolds, Hagen
waren unter jenen, die bedeutende Beitrige
zu ithrem Verstindnis leisteten. Da es nie-
manden gelang, eine geeignete Kontinuums-
theorie zu formulieren, waren Schiittgiiter
fir den ,,modernen” Theoretiker der Jahr-
hundertwende jedoch nicht mehr salonféhig.
Erst vor einigen Jahren erlebte das Interesse
der Physiker an Schiittgiitern eine Renais-
sance. Dies beruhte zum einen auf neuen
Konzepten zum Verstindnis ungeordneter
Medien und kollektiver Systeme (wie z. B.
die ,selbstorganisierte Kritikalitat® [1]).
Zum anderen bieten die Rechenanlagen
unserer Zeit neue Méglichkeiten zur Losung
von Vielteilchensystemen und erlauben oft
quantitativen Vergleich mit dem Experi-
ment. Mit den Methoden der Molekulardy-
namik kann man die Bahn jedes einzelnen
Koms fiir realistische Zeitintervalle (d. h.
Minuten) berechnen und gleichzeitig bis zu
10* Komer verfolgen. Noch mehr Teilchen
lassen sich mit Gittergasmodellen [2] simu-
lieren. Diese auf regelmifBligen Gittern defi-
nierten Zellularautomaten sind besonders gut
fur Parallelrechner geeignet.

Abb. 1: Raum-Zeit-Diagramm sphirischer Teilchen, die in einem Rohr (senkrechte Linien) unter der
Schwerkraft beschleunigt werden. Dasselbe teilchengefiillte Rohr wird zu verschiedenen Zeitpunkten
nebeneinander gezeigt. Die Zeit lduft von links nach rechts, die Gravitationskraft wirkt von unten nach
oben. Die Computersimulation zeigt deutlich grofie, fast stehende Verdichtungen und Ausdiinnungen
sowie Linien konstanter Steigung, die den sog. , kinematischen Wellen* entsprechen. Diese Molekular-
dynamikrechnungen wurden von Th. Péschel fiir sphirische Teilchen in einer zweidimensionalen Geo-
metrie mit periodischen Randbedingungen erstellt.
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Abb.2: Analyse der Fluktuationen im Frequenzraum: Das Spektrum der Dichte ist doppeltlogarith-
misch gegen die Frequenz aufgetragen. Man erkennt ein Potenzgesetz mit dem Exponenten 4/3 und eine
Linie, die den kinematischen Wellen entspricht. Diese Rechnung wurde mit ¢inem dissipativen Gittergas

auf einem Dreiecksgitter durchgefiihrt (aus Ref. [2]).

2. Was ist an Schiittgiitern
so besonders?

2.1 Dissipation von Energie

Wichtig fiir den Physiker ist die Tatsache,
daB Schiittgiiter ein dissipatives System dar-
stellen: Aufgrund der (plastischen) Verfor-
mung der Kornoberflichen sind die Zusam-
menstofie zwischen den Sandkérnern inela-
stisch. Die entstehende Wirme wird abge-
strahlt oder von der Luft weggeblasen. Im
Gegensatz zu den mikroskopischen Gesetzen
der Physik geht hier also lokal Energie verlo-
ren. Wenn man nicht stets Energie zufiihrt,
so verfillt der Sand in den Ruhestand. Wir
alle wissen, da3 man einen Sandkasten nicht
wie ein Planschbecken aufwirbeln kann —
wenn wir es versuchen, so wird die Hand
heiB. Ahnliche dissipative Systeme sind zum
Beispiel der Verkehrsflufi von Autos und die
kollektive Bewegung von Lebewesen (Bak-
terienkolonien, Fischschwirme usw.).

Dissipation hat eine Dichteinstabilitdt zur
Folge: In Bereichen etwas erhohter Dichte
treten hiufiger inelastische Kollisionen auf.
Dadurch wird die lokale kinetische Energie
erniedrigt, was einen Abfall des lokalen
Druckes zur Folge hat. Weitere Masse fliefit
in diese Tiefdruckzone. Dadurch werden
spontan entstandene Verdichtungen immer
dichter. Im Rohrfluf} pflanzen sich die Ver-
dichtungen als Wellen fort, die grofie Ahn-
lichkeit zu den Stauwellen auf Autobahnen
haben. Beim Entleeren industrieller Silos
konnen solche StoBwellen sporadisch so
starke Krifte auf die Wand ausiiben, daB sie
in sogenannten ,.Silobeben™ grofie Forderan-
lagen zerschmettern und hiufig enormen
Schaden anrichten.

Neueste Untersuchungen haben gezeigt, dal}
wie bei Erdbeben kritische Fluktuationen
vorliegen. Das heifit, daB beliebig langwelli-
ge Verdichtungen auftreten konnen. Ahnlich
wie im tektonischen Fall kommt das System

von selbst in diesen kritischen Zustand, was
auch , selbstorganisierte Kritikalitit” genannt
wird [1]. In Abb. 1 sehen wir ein Raum-Zeit-
Diagramm sphérischer Teilchen, die in einem
Rohr unter der Schwerkraft beschleunigt
werden. Diese Computersimulation zeigt
deutlich grofe, fast stehende Verdichtungen
und Ausdiinnungen sowie Linien konstanter
Steigung, die den sogenannten ,kinemati-
schen Wellen* entsprechen. Quantitativ las-
sen sich diese Fluktuationen im Frequenz-
raum analysieren. In Abb.2 ist die zeitliche
Fourier-Transformation der Dichte an einem
Ort doppeltlogarithmisch gegen die Frequenz
aufgetragen. Man erkennt ein Potenzgesetz
mit dem Exponenten 4/3 und eine Linie, die
den kinematischen Wellen entspricht.

Aufgrund der Dissipation ist in fliefendem
Sand die Geschwindigkeit der Zitterbewe-
gung der Kérner von der gleichen Gréfien-
ordnung wie die FluBgeschwindigkeit selbst.
In der Sprache molekularer Fliissigkeiten
hieRe das, daB man thermische und konvekti-
ve Beitriige nicht voneinander trennen kann.
Deshalb ist die Viskositdt nicht konstant,
sondern wichst proportional zur Scher-
geschwindigkeit. Dies Gesetz wurde erstma-
lig 1954 vom englischen Brigadier Bagnold
gemessen. Wegen der lokalen Dissipation
verhilt sich Sand also wie eine nicht-
newtonsche Fliissigkeit.

2.2 Nichtlineare Kriifte

Im ruhenden Sandhaufen haben auch die
Kriifte, die zwischen den Korern wirken,
ihre Besonderheiten. Im Idealfall trockenen
Schiittgutes gibt es keine riicktreibenden
Krifte unter Zugspannungen. Unter Druck
hingegen hiingen die Krifte zwischen den
Koérnern von deren Form ab: Im Falle von
Kugeln, zum Beispiel, wichst die elastische
AbstoBungskraft F, wie

F, o 8" (M

mit der Auslenkung & an. Dieses ,Hertzsche
Gesetz* beruht darauf, dafi sich beim Zusam-
mendriicken die Kontaktfliche vergroBert,
und 14t sich auch noch fiir etwas kompli-
ziertere Kornformen berechnen, was im all-
gemeinen den Exponenten in Gl. (1) dndert.
Tangential zur Kontaktfliche wirkt das Cou-
lombsche Reibungsgesetz starrer Korper mit
einer bremsenden Gleitreibung im bewegten
Fall und einer im allgemeinen stirkeren
Hafttreibung, wenn keine tangentiale Rela-
tivbewegung vorliegt.

Das nichtlineare Verhalten des Einzelkontak-
tes wird in einer Packung vieler Teilchen
noch verstirkt: Durch die Unordnung beriih-
ren sich benachbarte Komer an vielen Stellen
nicht. Man hat also ,offene” Kontakte.
Driickt man den Haufen zusammen, so wer-
den noch offenstehende Kontakte geschlos-
sen. Die bendtigte Kraft wichst durch diese
zusitzlichen Kontakte so stark an, dal} ein
Gesetz der Form von Gl. (1) mit einem Expo-
nenten, der grofer als vier ist, gefunden wird.

Ruht eine Packung im Schwerefeld, so wird
das Gewicht der oberen Teilchen iiber aus
Kontakten bestehenden Kraftlinien nach un-
ten iibertragen. Wird die Schwerkraft klei-
ner, so treten diese Linien spérlicher auf —
jede einzelne trdgt allerdings dann einen
groBeren Anteil der zu tibertragenden Kriifte.
Geht die Schwerkraft gegen Null, wird das
Kontaktnetzwerk, also die Menge aller
Kraftlinien, sogar fraktal.

Diese Nichtlinearititen fithren zu allerlei
Anomalien in der Schallausbreitung. Beson-
ders bekannt ist der sogenannte ,Mirage
Effekt” [3]: Eine anfangs ebene Schallwelle
mit vertikalen Ebenen und horizontaler Aus-
breitungsrichtung biegt sich mit der Zeit
noch oben, so daf} die Ebenen immer mehr in

Abb. 3: Ausbreitung einer Wellenfront, die durch
cine plitzliche Verschicbung der linken Wand
bewirkt wurde, in einem Medium gleichgrolier
Kugeln, die dem Krafigesetz von Gl (1) folgen.
Man sieht, dafl die Schallgeschwindigkeit nur sehr
schwach mit der Tiefe zunimmt. Hinter der ersten
Wellenfront folgt eine zweite, langsamere Welle.
Der Grauton ist zur lokalen Stirke der Kineti-
schen Energie proportional (aus der Doktorarbeit
von S. Melin).
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die Horizontale gehen. Dies beruht darauf,
daBf die Schallgeschwindigkeit ¢ mit der
Tiefe d anwichst. In einem aus Kugeln auf-
gebauten Haufen sagt das Hertzsche Gesetz
der GL.(1) ¢ e d"° voraus. Simulationen mit
64 000 Teilchen auf der Connection Machine
CM-2 der GMD in St. Augustin ergaben ein
etwas komplizierteres Bild, wie in Abb.3 zu
erkennen ist. Man sieht, dafl die Schallge-
schwindigkeit nur sehr schwach mit der
Tiefe zunimmt. Hinter der ersten Wellen-
front folgt eine zweite, langsamere Welle.
Mit eindimensionalen Modellen (Nesteren-
ko-Gleichung) kann man zeigen, da3 es un-
endlich viele, z7unehmend schwichere Wel-
len héherer Ordnung gibt.

2.3 Entmischung

Die Teilchennatur des Schiittgutes birgt wei-
tere Freiheitsgrade: Man kann zum Beispiel
Kémer verschiedener Gréfle oder Form
zusammenwerfen. Eine typische Erschei-
nung ist die Entmischung der verschiedenar-
tigen Teilchen, was man zum Beispiel beim
Herabflieflen auf einer schiefen Ebene, in
einer rotierenden Trommel, auf Schiittelrin-
nen und vibrierenden Platten und sogar in
den Asteroidenringen beobachten kann.

Spektakulér ist zum Beispiel der ,,Paranuf3*-
Effekt: Man mische grofie und kleine Teil-
chen gleicher Dichte in einem GefaB. Schiit-
telt man das Gefdl3, so findet eine Ausschei-
dung der grofen Teilchen an der Oberfliche
statt. Die Details der Ursachen dieses Effek-
tes sind bis heute noch umstritten.

Ein méglicher Mechanismus, der die grofien
Teilchen nach oben treiben kann, ist Kon-
vektion. Man beobachtet, dall in vibriertem
Sand oberhalb einer gewissen Schiittelbe-
schleunigung Konvektionsrollen entstehen,
dhnlich wie bei Fliissigkeiten in einem Tem-
peraturgradienten im klassischen Rayleigh-
Bénard-Experiment. Neue Rechnungen zei-
gen, daf} ein grofles Teilchen sogar iiber sich
selbst seine eigene Konvektionszelle indu-
zieren kann, die es dann hochtreibt [4].
Abb.4 zeigt das Geschwindigkeitsfeld der
Kugeln in einem vibricrenden Kasten. Im
rechten Bild ist zusitzlich noch eine viermal
groBere Kugel unten eingesetzt worden. Man
sicht deutlich, daB die Konvektionszellen
durch dic Anwesenheit der groBen Kugel
wesentlich stirker ausgeprigt sind.

In einer roticrenden Trommel findet man
zum Beispiel Teilchenausscheidungen in der
Form von Streifen, die senkrecht entlang der
Trommelachse entstehen, und beim freien
Fall beobachtet man Entmischungsstreifen
entlang der Flugrichtung. Ausscheidung und
Entmischung sind technologisch meist ein
Problem, zum Beispiel, wenn es darum geht,
eine Mischung von Nissen verschiedener
Sorten in einem bestimmten Verhiltnis zu
verpacken.
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Abb.4: Geschwindigkeitsfeld von 930 Kugeln mit
zufilligen Radien zwischen 0,85 ¢m und 1,15 cm
in einem Kasten, der mit Frequenz 2,8 Hz und
Amplitude 2 ¢m vibriert; rechts mit einer zusitzli-
chen, viermal grilieren Kugel. Man sieht deutlich,
daf} die Konvektionszellen durch die Anwesenheit
der grofien Kugel wesentlich stirker ausgepriigt
sind. (Aus Ref. 4)

3. Theoretische Ansitze

Das Verhalten des Schiittgutes wird ent-
scheidend durch seine Dichte bestimmt. In
den Extremfillen hoher und geringer Dichte
wurden von Ingenieuren in den letzten
dreiBig Jahren relativ niitzliche Kontinuums-
theorien entwickelt. Zur Berechnung der
Verformung dicht gepackten Schiittgutes
benutzen Bodenmechaniker eine ,,nichtasso-
ziierte Mohr-Coulombsche™ Plastizititstheo-
rie [5]. Dies sind Differentialgleichungen in
den Verschiebungsvektoren mit einer nicht-
linearen Nebenbedingung, welche den pla-
stischen FlieBpunkt festlegt. Im Gegensatz
zur Metallplastizitit erhoht sich der Flief-
punkt proportional zum auffen angelegten
Druck. AuBerdem gibt es im allgemeinen
cine Volumenanderung, die durch den ,,Dila-
tanzwinkel” bestimmt wird. Diese Theorie
erklirt unter anderem die Entstehung von
Scherbiandern: Verformt man vorsichtig ei-
nen mit Sand gefiillten Kasten, so sicht man
auf der Oberfliche des Sandes parallele Lini-
en entstehen. Diese sind die sichtbaren
Schnitte von Gleitebenen im Inneren des
Sandes. Entlang dieser Ebenen niedrigerer
Dichte konnen dichter gepackte und somit
unbewegliche Sandpakete anecinander vor-
beigleiten. Die Existenz dieser singuliren
Ebenen wurde auch durch eine Stabilitats-
analyse der Plastizititsgleichungen gezeigt
[6]. In Abb. 5 schen wir das Resultat einer
numerischen Losung der Gleichungen, wenn
die beiden seitlichen Winde zusammenge-
driickt werden, wihrend gleichzeitig mit der
gleichen Geschwindigkeit oben und unten
gezogen wird. Ein komplexes Netzwerk von
Scherbindern entsteht. Verfeinert man die
Auflésung [ des Gitters, werden die Linien
diinner und zahlreicher [6]. Wieder rutscht
das System von selbst in einen kritischen
Zustand, denn die Dichte lokaler plastischer
Zonen p geht wie p~'** gegen Null. Mit
anderen Worten, das Netzwerk ist | fraktal®.

Die Plastizititstheorie ist nur giiltig, wenn
das Schiittgut dicht gepackt ist. Abweichun-
gen treten schon auf, wenn man Stagnations-
zonen in Trichtern oder Pfropfen im Rohr-
fluff berechnen will.

Wird der Sand so aufgewirbelt, daly die Kor-
ner einen endlichen Abstand voneinander
haben, dann 146t sich eine kinetische Gas-
theorie mit Energiedissipation formulieren,
was unabhingig von Haff, Jenkins und Sava-
ge getan wurde [7]. Diese Theorie reprodu-
ziert die Bagnoldsche Viskositét und ergibt
realistische  Geschwindigkeitsprofile  fiir
vibrierte Pulverbetten, kann jedoch weder
die Entmischung beschreiben noch die Exi-
stenz endlicher Boschungswinkel beriick-
sichtigen.

Die ungewohnlichsten Phinomene treten in
den intermedidren Dichtebereichen auf, in
denen keine der beiden Theorien mehr Giil-
tigkeit hat. Aufschlufireich, um die auftreten-
den Schwierigkeiten zu verstehen, ist folgen-
des von Reynolds 1885 beschriebenes Expe-
riment [9]: Man fiille einen Ballon mit Sand
und Wasser und befestige oben ein Rohrchen
zur Messung des Wasserstandes. Wenn man
nun den Ballon verformt, so sinkt der Was-
serspiegel, wihrend er ja ohne Sand steigen
sollte. Der Grund ist, dafl der zusammenge-
driickte Sand sich erst ausdehnen muf3, um
die ,,Reynoldsche* Dichte p; zu erreichen,
bevor man ihn verformen kann. In diesem
Sinne liegt also ein negativer Poisson-Koef-
fizient vor. Fiir Dichten unterhalb von py ist
der Sand dann relativ frei beweglich. Viele
kennen dies Phdnomen vom Urlaub: Tritt
man fest auf den nassen Strand, so wird der
Sand um den Ful} herum nicht etwa hinunter-
gedriickt und fiillt sich mit Wasser, sondern
er wird trocken.

Sand, der vibriert, geschiittet oder geschert
wird, dehnt sich lokal aus, um zu flie3en,
verdichtet sich jedoch sofort wieder auf-

Abb.5: Numerische Bestimmung des Netzwerks
von Scherbiindern in einem granularen Festkir-
per auf einem Quadratgitter der Griflen 300 X
300. Der Grauton entspricht der lokalen Scherge-
schwindigkeit. Niheres siche Text. (Aus Ref. 6)
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grund der Dissipation und erstarrt. Dieses
Wechselspiel fiihrt zur stockenden (..inter-
mittenten*) Beweglichkeit der Lawinen auf
der Oberfliche eines Sandhiigels [10], zu
ruckartigen Verschiebungen unter konstanter
Scherkraft (stick-slip motion) und zu den
anfangs erwihnten Dichtefluktuationen in
einem Rohr oder einem ausflieBenden Trich-
ter. Das generische Verhalten eines solchen
Systems mit Schwellwertdynamik wurde in
vereinfachten Modellen von Bak und Mitar-
beitern [1] untersucht und mit dem Namen
.selbstorganisierte  Kritikalitdt®  verschen:
Uberschreitet man den Schwellwert, kann
man Kettenreaktionen von belicbiger Grofie
auslosen, deren Verteilung einem Potenzge-
setz folgt. Angewandt auf das Schiittgut
heiit das, daB das Unterschreiten der Rey-
nolds-Dilatanz Verfliissigungszonen beliebi-
ger GroBe ausldsen kann. In der Tat findet
man experimentell Potenzgesetze fir die
GroBenverteilung der Lawinen auf kleinen
Sandhaufen [10], fiir das akustische Emissi-
onsspektrum unter Scherung und fiir das Fre-
quenzspektrum der Dichte- und Kraftfluk-
tuationen in Trichtern. Lawinen auf grofieren
Sandhaufen haben allerdings eine charakteri-
stische Grofle und Frequenz wegen der

unterschiedlichen Gleit- und Haftreibung

[10].

Theoretische Ansiitze ganz neuer Art, wie
Langevin-Gleichungen, dynamische Syste-
me und spinlose Fermionen, wurden in den
letzten Jahren von Physikern angerissen, um
die exotische Eigenschaft nahe der Reynold-
schen Dilatanz zu beschreiben. Analogien zu
Spinglisern, Vertexmodellen und Zufallsgit-
tern wurden vorgeschlagen. In der Zukunft
sind vermutlich noch aufregende Einsichten
zu erwarten. Uber Schiittgiiter gibt es noch
viel Ungewdhnliches zu berichten. So ist
zum Beispiel bis heute das folgende, 1831
von Faraday [8] erstmalig beschriebene, ein-
fache Vorfiihrexperiment noch nicht verstan-
den: Man vibriere eine diinne Schicht von
Sand auf einer Platte, zum Beispiel mit Hilfe
eines Lautsprechers. Sofort entstehen spon-
tan kleine Haufen, in denen sich der Sand
bewegt. In der Mitte steigt der Sand nach
oben und auf der Oberfliche rutscht er wie-
der runter. Weitere lustige Effekte sind in
Ref. 3 beschrieben, die sich an ein breiteres
Publikum richtet. Eine Vertiefung zum
Thema bietet die Sammlung von Ubersichts-
artikeln in Ref. 11.
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